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OBSERVACIONES AL ALUMNO 
Al comienzo de cada texto encontrará lo siguiente. 
1. UNA PRESENTACION DE NUESTROS OBJETIVOS en la unidad, la cual puede usar para comprobar si ha completado el 
curso satisfactoriamente. 
2. UN DIAGRAMA ESTRUCTURAL que le muestra cómo están relacionadas las diferentes secciones de la unidad. El diagrama 
consta de: 
a) cuadros rojos que muestran la secuencia principal. 
b) cuadros negros punteados (a la izquierda del rojo) que le muestran lo que esperamos ya sepa antes de fijarse un estudio 
detallado. 
c) cuadros negros (a la derecha del rojo) que le ayudan a escoger temas que puede posponer u omitir si tiene poco tiempo. 
3. UN GLOSARIO de las definiciones, notaciones, etc., usadas en la unidad como referencia inmediata. 
4. UNA BIBLIOGRAFIA de los libros que puede consultar cuando haya acabado el trabajo de la unidad. 
5. CONCLUSIONES Y RESUMEN del trabajo realizado al final de cada texto. 


NUMERACION E INDICADORES 

Dentro de cualquier sección nos referimos a los temas por medio de un número. Al referirnos al mismo tema en otra sección, citamos 
cuatro números: número de la unidad, número del capítulo o parte, número de sección y número del tema. Por ejemplo, “Ecuación 3” 
si aparece en la misma sección, y “Ecuación 4.3.1.3”, si está en otra sección. Los tres primeros números se citan en la parte superior 
de la página. Creemos que este es un sistema claro y fácil para consultar cualquier tema. Los indicadores serán una guía valiosa 
y le ahorrarán tiempo. 

En la margen derecha del texto hemos tratado de indicar la clase del material. Los términos usados son tan claros que no necesitan 
explicación. Por ejemplo, “Discusión” significa que una vez que haya entendido el tema, no necesita de nuevo recurrir a esta parte 
del texto. Estos INDICADORES tienen por objeto ayudarlo a localizar rápidamente las partes importantes cuando esté repasando 
o tenga que omitir parte del texto por falta de tiempo. 

También hemos tratado de indicar la importancia de los temas por el sistema de estrellas. 

*** Esto es muy importante. Usted debe entenderlo claramente. En algunos casos lo usará con tanta frecuencia, que se familiari- 
zará con ello sin necesidad de memorizarlo deliberadamente. El punto principal de este curso es no aprenderse los datos de me- 
moria; nosotros creemos que es más importante que entienda el trabajo y sea capaz de aplicarlo en la solución de los problemas. 
** Este es de menor importancia, pero tiene material al cual nos referiremos más adelante. 

* Esto generalmente no lo guía a trabajos adicionales en este curso y lo puede omitir si tiene poco tiempo. 

M Indica el final de cada ejemplo, ejercicio o solución. 
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RELACION 
EXTERNA 
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n-ARIA 


Notación 


Los símbolos se presentan en el mismo orden en que aparecen en el . 


texto. 


PIS) 


(Pi P2»=-- Pm) 


Oz 


Una estructura matemática es un conjunto 
con alguna relación n-aria interna definida 
en él. 


Ver el comentario detallado en el texto. 


Una relación n-aria 
PES SS 
es externa si no es interna 
Una relación n-aria 
pSS,x8S,x---xS, 


es interna si los conjuntos S,, S,, ..., S, son 
iguales. 


Una relación n-aria es un subconjunto, p, del 
producto cartesiano S, x S, x --- Xx S,. 


El conjunto de todos los subconjuntos de un 
conjunto S. 


El conjunto vacío. 

Una relación n-aria general. 

El producto cartesiano de los conjuntos 
7 

El símbolo de la conjunción (léase como “y”). 


La estructura matemática formada por el 
conjunto S con m relaciones n-arias internas, 
Pi Pa» --- > Pm, definidas en S. 


La operación, “sumar, luego tomar el residuo 
de dividir por 2”. 


El símbolo de la disyunción (léase como “o”). 


La unión del conjunto de vectores de un es- 
pacio vectorial y el conjunto de números rea- 
les. 


El conjunto de las funciones derivables con 
dominio R. 


El conjunto cociente de A por la relación p. 


La clase de equivalencia a la cual pertenece x. 


La aplicación natural. 
La relación de equivalencia natural. 
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Mighty is the charm 


Of those abstractions to a mind beset 
With images and haunted by himself, 
And specially delighted unto me 

Was that clear synthesis built up aloft 
So gracefully; even then when it appeared 
Not more than a mere plaything, or a toy 
To sense embodied: not the thing it is 

In verity, an independent world, 

Created out of pure intelligence. 


William Wordsworth 
The Prelude, Bk. 6. 


vii 


mi « 
. 
x 


ae z e ES j Me 
DA o er dd a a ht 
cl El a 
AS bs (q E Y 
O UA RE ale dei É aN hucólidos hs 


5 


36.0 INTRODUCCION 


Esta es la última unidad del Curso Básico de Matemáticas y no se in- 
troducirá ningún material nuevo esencialmente —simplemente vaciare- 
mos la misma pinta en diferente olla. Sin embargo, antes de leer este 
texto por correspondencia, le aconsejamos con vehemencia que vea el 
programa de televisión asociado con esta unidad. 


Nosotros revisaremos las unidades anteriores y deduciremos al tiempo 
algunos de los hilos de las matemáticas que ellas contienen. Usted ha 
encontrado muchas ideas en el Curso Básico y ahora queremos organi- 
zarlas en tal forma, que usted tenga una visión total del estudio de las 
matemáticas en general y del Curso Básico en especial. Sin embargo, esta 
unidad no pretende ser un repaso del curso y no contiene ningún estudio 
exhaustivo de los temas tratados. Lo que esperamos que se haga, es 
mostrar que se puede expresar un buen número de ideas matemáticas 
en términos de unos pocos conceptos elementales. Esto no es exacta- 
mente un ejercicio bien ejecutado; puede conducirnos al entendimiento 
completo de varios objetos matemáticos que podemos manejar. El hecho 
de que muchos conceptos diversos aparentemente se puedan expresar en 
términos de tan pocas ideas básicas, nos permite establecer relaciones 
que no solo nos ayuden a captar los conceptos en las etapas iniciales, 
sino que también nos ayuden a resolver los problemas en los campos 
nuevos, por métodos que nos son familiares por experiencias anteriores. 
Un ejemplo típico de esto es la idea básica de núcleo central de un 
morfismo, que tenemos que usar para resolver ecuaciones en varias si- 
tuaciones. 


Podemos resumir lo que haremos en esta unidad, en la siguiente forma; 
intentaremos describir las matemáticas (o más bien, los objetos con los 
cuales está relacionada) en una forma bastante especial. Nuestra des- 
cripción tiene tres caracteristícas. 


(i) Es sistemática en el sentido que trata muchos aspectos diferentes 
de las matemáticas en la misma forma. 

(ii) Es un ensayo para analizar las matemáticas en términos de los 
conceptos posibles más simples —es decir, de conjunto, que en esta 
forma llega a ser lo básico (para el propósito de este desarrollo) de 
las matemáticas. 

(iii) Un número de conceptos más amplios tales como relación y ope- 
ración se desarrollan en términos de conjuntos. Una vez definidos, 
estos conceptos se vuelven entidades en sus propios dominios, que 
se pueden usar para desarrollos más amplios. 


La combinación de un conjunto con un número de relaciones forma lo 
que se conoce como una estructura matemática, que es, como fue, el 
armazón sencillo de una rama de las matemáticas. Dada la estructura, 
podemos deducir sus propiedades. 


36.1 FUNDAMENTOS DE MATEMATICA 
36.1.1 Conjuntos 


Una idea básica en matemática es la de conjunto, por tanto lo indicado 
es iniciar nuestra investigación de las estructuras matemáticas con el 
estudio de los conjuntos. Tenemos una idea intuitiva de lo que es un 
conjunto, y en la Unidad 1, Funciones, introdujimos el lenguaje y las 
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notaciones necesarias de tal manera que tenemos una manera formal 
de expresar estas ideas, intuitivas. Escribimos 


S = [x : x tiene la propiedad P) 


Por ejemplo, si x representa un punto cualquiera y P la propiedad de 
estar sobre una recta particular /, entonces consideramos a S como el 
conjunto de puntos que están situados sobre la recta 1. 


Ss (xx está sobre 


la línea ) 


El conjunto S es un subconjunto de un conjunto T si cada elemento de 
S es un elemento de T, o sea que S CT. 


SiS CT y T CS, decimos entonces que S y T son iguales y escribi- 
mos S = T. 


Para definir un conjunto, precisaríamos una noción fundamental que 
fuera generalmente aceptada. Podríamos, en teoría (y hay algunos que 
así lo hacen, en la práctica) ir buscando conceptos más primitivos a par- 
tir de los cuales pudiésemos construir nuestro diccionario y escritura 
matemáticos, pero tendríamos que detenernos en alguna parte y aceptar 
algún concepto sin más investigación si nuestro objeto principal es con- 
seguir progresos en otra dirección. 


Decimos, entonces, que escogemos como noción primaria la de conjun- 
to, Señalamos en la Unidad 17, Lógica IT que nuestra idea intuitiva de 
conjunto no es la más adecuada en algunas discusiones. Allá nos en- 
contramos con lo tocante a la paradoja de Russell relacionada con el 
“conjunto de todos los conjuntos”. Podemos, sin embargo, eludir las di- 
ficultades presentadas por la paradoja de Russell en forma satisfactoria, 
si restringimos nuestro estudio de conjuntos a los que son subconjuntos 
de algún conjunto U, el universo del conjunto. En la práctica, la ma- 
yoría de los matemáticos creen que el de conjunto constituye una no- 
ción primaria conveniente y dejan la atmósfera enrarecida de nociones 
más primitivas a quienes estudian los fundamentos de las matemáticas 
como una materia independiente. En lo que sigue trataremos de cons- 
truir un lenguaje necesario para describir, únicamente en términos de 
conjuntos solamente, algunas de las nociones halladas por el alumno en 
el Curso Básico. A través de este proceso constructivo, esperamos que 
adquiera un sentido acerca de la unidad de las matemáticas, porque 
nosotros pondremos un énfasis especial sobre las analogías existentes 
entre las nociones en referencia. 

A este punto, se hace necesaria una advertencia. En cuanto vamos in- 
volucrando más y más palabras en nuestro diccionario matemático, 
estaremos deslizándonos sobre algunos de los problemas que deberían 
encararse en un estudio fundamental. Estos problemas probablemente 
no serán notorios en su mayor parte y por tanto no lo vamos a moles- 
tar con ellos. 


Para ilustrar la clase de puntos sobre los cuales podemos deslizarnos, 
consideremos la noción de inducción matemática. Supongamos que Pín) 


2 


es una hipótesis que depende de un entero positivo n, y probamos: 


(i) P(1) es verdadero, 
(ii) Si P(n) es verdadero => Pín + 1) es verdadero, para cualquier en- 
tero positivo n. 


Ahora nos parece obvio que P(n) es verdadero para todo entero positivo 
n. Eso es lo que la intuición nos diría —y para los fines de esta unidad, 
dejaremos que la intuición sea la que juzgue. Pero ya indicamos en la 
Unidad 17, Lógica II, que necesitábamos hacer de ésta una de nuestras 
suposiciones matemáticas formales. La denominamos el Axioma de la 
inducción matemática. 

En consecuencia, partimos con la idea de conjunto. ¿Hacia dónde po- 
demos continuar ahora? Hay dos importantes construcciones que usa- 
mos para obtener más conjuntos de algunos otros conjuntos dados: 


(i) El producto cartesiano 
Esta es la construcción por medio de la cual tomaremos un con- 
junto dado, consideramos, por ejemplo, n copias de él, y luego for- 
mamos n-uplas de elementos del conjunto. 


(x,y,z) 


e(x, y) 
R RxR 


En efecto, no nos limitaremos a hacer copias del mismo conjunto. 
En la Unidad 3, Operaciones y morfismos, definimos el producto 
cartesiano de dos conjuntos, P y Q, como 


Px0Q= ((p,q):peP y q€0). 


Aquí, la propiedad importante es que el par (p, q) es ordenado: los 
pares (p, q) y (q, p) son diferentes a menos que p y q sean iguales. 
Si p y q son iguales, escribimos p = q. 


(ii) El conjunto de todos los subconjuntos de un conjunto dado. 
Esta es la construcción por medio de la cual, dado cualquier con- 
junto S, formamos 2(S), el conjunto de todos los subconjuntos de 
S. Por ejemplo, si 


S = (a, b, c, d) 
entonces 
PS) = (2, 
(aj, (b), Lc), (d), 
[a, b), [a,c), La, d), (b, c), [b,d), (c, d), 
[a, b,c), [a, b, d), La, c, d), [b, c, d), 
[a, b, c, d)) 


Observe que ahora podemos considerar cualquier subconjunto de S 
como un elemento del conjunto de todos los subconjuntos 2P(S). En 
forma simbólica, esto se expresa de la siguiente manera. 


Si T C S entonces 
Te 92(S). 
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36.1.2 Relaciones n-arias 


Veremos ahora cómo podemos definir alguno de los términos que en- 
contramos al principio del curso, usando solamentes tres nociones: 


conjunto 
producto cartesiano 
conjunto de todos los subconjuntos 


Probablemente la noción más general que encontramos fue la de una 
relación. Aunque la relación se analizó formalmente sólo en la Unidad 
19, Relaciones, comprende realmente muchas otras ideas. Dimos la si- 
guiente definición de relación binaria en la Unidad 19. 


Dados dos conjuntos, A y B, (que pueden ser iguales), cualquier sub- 
conjunto de A x B define una relación de A en B. Si (a, b) pertenece 
a este subconjunto, entonces a está relacionado con b. 


Llamamos al mismo subconjunto el conjunto solución de la relación. 
Identificaremos ahora el subconjunto y la relación que él define, y de- 
cimos que el subconjunto es la relación. En la Unidad 19, estuvimos 
principalmente interesados en las relaciones binarias, aunque definimos 
una relación n-aria. Veremos cómo podemos expresar la relación n-aria 
general en términos de la construcción de conjuntos que hemos discu- 
tido. 


Dados los conjuntos S,, S,, ... , S,, una relación n-aria en estos con- 
juntos, p, se define como un subconjunto del producto cartesiano de S,, 
S»,, ... ,S,. O sea que 


p E Sy X Sy X --- Xx 8. 
Si los conjuntos S,, S,, ... , S, son iguales al conjunto S, decimos en- 
tonces que p está definido en S. 


En la práctica encontramos que esta definición es todavía general, y 
necesitamos hacer algunas restricciones de tal manera que las relacio- 
nes tengan ciertas propiedades que demandamos. Por ejemplo, relacio- 
nes de equivalencia y orden son relaciones binarias con ciertas propie- 
dades. Pero también veremos que las operaciones binarias, funciones, 
etc., pueden verse como relaciones con ciertas propiedades. 


Ejemplo 1 


Una relación 1-aria p en un conjunto S es justamente un subconjunto 
de S, o sea que es un elemento del conjunto de todos los subconjun- 
tos de S. E 


Ejemplo 2 
En términos de relaciones podemos expresar una idea verdaderamente 
sofisticada, pues encontramos en la Unidad 35, Topología. 


Sea S un conjunto cualquiera, y sea p una relación 1-aria en 2(5), esto es, 


p< PS) 


p es una colección de subconjuntos de S. Hacemos las siguientes res- 
tricciones en p: 


(1) V ySEp; 
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Ejemplo 1 


Ejemplo 2 


(ii) cualquier unión* de elementos de p es un elemento de p; 


(iii) cualquier intersección* de un número finito de elementos de p es 
un elemento de p. 


Para estas restricciones, p se llama una topología en S. Así, una topolo- 
gía en S es un tipo especial de relación 1-aria en 2(S). L 


Ejemplo 3 


Si S, = S, = $, entonces la relación binaria p en S es un subconjunto 
de S x S. Vamos a establecer las siguientes restricciones sobre los ele- 
mentos de este subconjunto: 


(i) Vx,x)ep  (x€S) 


Si escribimos esta restricción en la notación de la Unidad 19, Re- 
laciones, tenemos 


V,xpx (xeS) 


Si una relación tiene esta propiedad, decimos que es reflexiva. Esta 
propiedad se representa en el ejemplo siguiente: 


Ss 


Ss 


En el diagrama, los elementos del producto cartesiano señalados 
con un círculo rojo son los que pertenecen a la relación p. También 
utilizamos esta convención en los diagramas que siguen. 


(ii) Si (x, y) € p, entonces ( y, x) e p. 
Si una relación tiene esta propiedad, decimos que es simétrica. Es- 
ta propiedad se representa en el siguiente ejemplo: 


Ss y 


Observe la simetría con respecto a la línea roja. 

(ii) Si (x, y) € py (y, x) € p, entonces x = y. 
Si una relación tiene esta propiedad, decimos que es antisimétrica. 
Esta propiedad se representa en el siguiente ejemplo: 


* Aquí, unión e intersección pueden entenderse como operaciones binarias en 2(S). Veremos 
cómo se expresa la unión e intersección como relaciones n-arias en el ejercicio 36.2.1.2. 
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Ejemplo 3 


Ss 


(iv) Si (x, y) € p y (y, 2) € p,:entonces (x, 2) € p. 
Si una relación tiene esta propiedad, decimos que es transitiva. No 
es fácil representar esta propiedad. El 


Ejercicio 1 


(i) De acuerdo con el ejemplo 3 (iii), ¿por qué el diagrama siguiente no 
representa una relación antisimétrica en S? 


(ii) ¿Puede una relación binaria ser a la vez simétrica y antisimétrica? 


El estudio de las relaciones binarias en un conjunto S nos lleva a consi- 
derar ciertas relaciones que combinan algunas de las cuatro propieda- 
des mencionadas en el ejemplo 3. En la Unidad 19 analizamos los 
siguientes tipos de relaciones: 

relaciones de equivalencia, las cuales tienen las propiedades (i), (ii) y 
(iv); 

relaciones de orden parcial, las cuales tienen las propiedades (i), (iii) y 
(iv); . 
relaciones de orden total, las cuales son relaciones de orden parcial con 
la propiedad de que para todo x, y €S, x % y, se tiene (x,y)ep,ó 
(yx) € p. 


Ejemplo 4 


Consideremos aquí una relación binaria en los conjuntos S, = S y 
S, = T, un subconjunto de S x T. El efecto general de este tipo de 
relaciones es establecer una correspondencia entre los elementos de los 
dos conjuntos S y T. 


Un elemento x está relacionado con un elemento y si la pareja (x, y) 
pertenece a la relación p. Pero la relación no es particularmente inte- 
resante hasta que impongamos algunas restricciones sobre la forma 
como se escogen los pares para que pertenezcan a la relación p. En la 
Unidad 3, Operaciones y morfismos, dijimos cómo es posible pensar de 


6 


MB 36.1.2 


Ejercicio 1 
(3 minutos) 


Discusión 
* * 


Ejemplo 4 


una aplicación como un subconjunto del producto cartesiano de dos 
conjuntos. En consecuencia, podemos definir ahora aplicación (y tam- 
bién función) usando un tipo especial de relación binaria. 


(i) La relación p define una aplicación S —> T, si para cada xeS, 
existe por lo menos un y € T para el cual 


(x, y)e p 


(1) La relación p define una función S —= T, si para cada xe€S, 
existe uno y solamente un y € T para el cual 


(x, y)e p za 


Hemos introducido algunas pocas nuevas palabras en nuestro vocabu- 
lario y las hemos definido únicamente en términos de conjuntos, sub- 
conjuntos y producto cartesiano. Cada nueva palabra ha sido asociada 
con alguna restricción particular impuesta sobre la manera como se es- 
coge un subconjunto de un conjunto dado. 


Usted puede preguntarse por qué hemos hecho una distinción entre las 
relaciones binarias del tipo considerado en el ejemplo 3 y las del tipo 
considerado en el ejemplo 4. Realmente los conceptos definidos son muy 
diferentes. La razón principal de esta diferencia radica en el hecho de 
que para el ejemplo 3 restringimos nuestras relaciones a las del tipo 


pesxs 


esto es, la relación considerada era un subconjunto del producto carte- 
siano de un conjunto dado consigo mismo, mientras, en el ejemplo 4, 
no impusimos tales restricciones. Allá teníamos relaciones del tipo 


peSsxT 


esto es, la relación considerada era un subconjunto del producto carte- 
siano de dos conjuntos posibles diferentes. (Observe que, en el ejemplo 
4, no excluimos el caso S = T.) 


Podemos pensar que las relaciones del tipo 
peSsxsS 


son “internas”, pues las restricciones que hacemos relacionan elementos 
de S con elementos de S, y esta relación es básicamente interna. De 
hecho es este el tipo de relación que puede usarse para indicarnos algo 
sobre la estructura del conjunto S. 


De otra parte, podemos pensar que las relaciones del tipo 
pSS$xT (TAS) 


son “externas”, pues aquí estamos haciendo restricciones sobre la forma 
como los elementos de S pueden relacionarse con elementos de un con- 
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Discusión 
* * 


(continúa en la página 8) 


Solución 1 


(i) Considerar los dos puntos indicados en la siguiente gráfica. 


Ss 


Vemos que tenemos dos pares de puntos tales que 
Qyep y (yxep 


pero x X y. 
Por tanto esta relación no es antisimétrica. 


(ii) Sí. Por ejemplo, en el conjunto Z, la relación 
(x, y)ep six = y 


es a la vez simétrica y antisimétrica. nm 


(continuación de la página 7) 


junto diferente, T. Las relaciones y funciones pueden corresponder a 
relaciones binarias externas o internas. 


En general, diremos que una relación n-aria es una relación interna, 
si todos los n conjuntos en el producto cartesiano del cual se toma la 
relación son iguales. Cualquier otra relación es externa, 


El siguiente paso consiste en considerar relaciones ternarias. Tales re- 
laciones son de la forma 


PES TA U 


Siguiendo nuestra discusión acerca de las relaciones binarias externas 
e internas, podemos considerar todas las posibles clases de relaciones 
ternarias internas y externas. Pero para los propósitos de esta unidad, 
encontramos que tenemos abundantes razones para decidir si restrin- 
gimos nuestra atención especialmente a relaciones ternarias internas, 
es decir, de la forma 


pesxS5xS 


El concepto matemático más estrechamente asociado con una relación 
ternaria interna de la forma 


PSSS x Ss x $ 


es el de una operación binaria cerrada. Puesto que el proceso que se 
representa por una operación, o, relaciona tres elementos 


X, Y, Xx 0 y 
que pertenecen al mismo conjunto. 
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Solución 1 


Definición 2 
* * 


Definición 3 


* « 


Luego los elementos de p son triplas ordenadas (x, y, 2) ESXSXS, 
donde 


zZ=X0y 


Hay además una restricción importante que debemos colocar sobre p 
para que represente una operación binaria cerrada en S. Es: 


para todo x, y € S, existe uno y solamente un 28 tal que 


(x, y, 2) € p. 
O también, 

para todo x, y € S, hay un (x, y, 2)€ p, 
y 

(x,y,2)Eep A(x,y,z¡)EP=>2Z=21 
Ejemplo 5 


Sea S= Ry (donde R¿ representa el conjunto de los números reales 
positivos con el 0). Si consideramos la operación binaria de la adición 
(la cual es cerrada en S) como una relación ternaria, entonces la corres- 
pondiente p es un subconjunto de R¿ x R¿-x R¿, como se muestra en 
el siguiente diagrama. 


p=1(x,y,2): z=x+y] 


R¿,el eje y 


Ri, el eje x Lo 


Ejemplo 6 


Como en el ejemplo 5, sea S = R¿. Entonces la operación de la multi- 
plicación es cerrada en S, y podemos describir la correspondiente rela- 
ción ternaria como sigue. 


+ . 
Ro, el eje z 


Ri, el eje y 


p=Í(xy,2):2 =xy| 


Ri, el eje x El 


Ejercicio 2 


Expresar la propiedad asociativa para » en términos de la relación ter- 
naria p. 


MB 36.1.2 


Ejemplo 5 


Ejemplo 6 


Ejercicio 2 
(5 minutos) 


(SUGERENCIA: Queremos expresar 
xo(yo0z)= (xo y)oz 


para todo x, y,z € S, en términos de p. Hacerlo paso por paso. Por 
ejemplo, si w = x > y, entonces 


(x, y, w) € p 
Luego si woz = a, 
(w, z,aJep 
Etc.). - E 


Vemos que podemos considerar un grupo como un conjunto S con un 
tipo especial de relación ternaria p CS x S x $. (Vea la Unidad 30, 
Grupos 1.) Las siguientes son las condiciones que debe cumplir o si ($, o) 
es un grupo. 


(i) e es cerrado; 
(ii) . es asociativo 
(iii) existe un elemento identidad e € G tal que para todo ae G 
aee=4a=e04 


(iv) para todo elemento a e G, existe un elemento inverso a” € G tal 
que 


Estas restricciones se podrían volver a expresar para referirnos a una 
relación ternaria, p, como sigue: 


(i) Para todo x, y €S, existe uno y solamente un 2€S tal que 
(x, y, 2) € p. 
(ii) Vea el ejercicio 2. 
(iii) Existe un elemento e e S (la identidad) tal que 
(e,x,x)ep y  (x,e,x)ep paratodo xeS. 


(iv) Para cada elemento x e S, existe un elemento x”* € S (el inverso 
de x) tal que 


(x,x"*ejep 


36.13 Resumen 


En esta sección, hemos visto la manera como podemos elaborar ideas 
matemáticas sencillamente partiendo de conjunto, y las nociones de: 


producto cartesiano (S, x S, x --- Xx S,), 
conjunto de todos los subconjuntos de S (P(S)). 


Definimos una relación n-aria como un subconjunto de 
SA er eS 


Podemos distinguir dos tipos de relaciones n-arias; 
(i) una relación n-aria interna; 
(ii) una relación n-aria externa. 


El tipo de relación ternaria que se ha discutido se deriva del producto 
cartesiano de un conjunto S consigo mismo, esto es, una relación inter- 


na. Y nos indica algo sobre la manera como los elementos de un con- 
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Tema principal 
* * 


36.1.3 


Resumen 
* * 


junto dado se relacionan con otros, y, en ese sentido nos describe la es- 
tructura del conjunto. En la siguiente sección veremos cómo podemos 
usar las ideas desarrolladas en esta sección para definir una estructura 
matemática. 


36.2 ESTRUCTURAS MATEMATICAS 
36.2.1 Búsqueda de una definición 


En la Sección 36.1, reunimos los elementos necesarios para definir una 
estructura matemática. En el programa de televisión asociado con esta 
unidad, definimos una estructura matemática como un conjunto con 
algunas relaciones y operaciones binarias definidas sobre él. Vamos a 
examinar las implicaciones de esta definición particular en términos de 
argumentos anteriores. 


El primer punto que se debe notar es el uso del término relación. He- 
mos visto muchas clases de relaciones en la última sección —por ejem- 
plo, vimos cómo podríamos describir una operación binaria cerrada 
como una clase particular de relación ternaria. Naturalmente, el primer 
problema que se nos presenta es de carácter lingilístico. ¿Qué queremos 
significar cuando usamos el término relación? 


La respuesta a esta pregunta la damos en dos partes. 

(i) Esta parte de la respuesta puede aparecer como una disculpa del 
autor, pero no intentamos hacerlo así. Nuestra idea original fue 
basar las ideas matemáticas en la noción primaria de conjunto. Pro- 
cediendo así hemos introducido términos en nuestro diccionario 
matemático —producto cartesiano, relación n-aria, aplicación, fun- 
ción, relación de equivalencia, etc. Además está muy dentro del 
espíritu de las matemáticas definir nuevos términos a partir de los 
viejos, y una vez se han hecho estas definiciones, abandonar las 
viejas en beneficio de las nuevas. Por ejemplo, definimos una apli- 
cación de la siguiente manera: 


la relación binaria p C S x T define una aplicación 

S —> Tsi para cada x € S, existe al menos un y e T tal 

que (x, y) e p. 
Así en lugar de reproducir la última afirmación cada vez que que- 
ramos referirnos a una aplicación, simplemente escribimos el tér- 
mino aplicación en su lugar. Este proceso nos lleva a una economía 
de palabras e ideas que es esencial si una conversación o afirmación 
matemática ha de ser inteligible. El hecho es que, una vez dada 
una definición, tenemos libertad de usar el término definido siem- 
pre que sea conveniente. Pero el pleno uso del término recién defi- 
nido de ninguna manera relega a un papel secundario el proceso 
que condujo a su definición. Pues en cada proposición que contenga 
un término recién definido, descansamos enteramente en la verosi- 
militud del proceso que le dio origen. 


(1i) En la Unidad 19, Relaciones, usamos el término relación en S para 
el caso particular de una relación binaria p tal que 


peSxS 


Esto es, nos referimos a una relación binaria interna simplemente 
con el término relación (en S). En la práctica, este es el uso acep- 
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36.2 
36.2.1 


Discusión 


. ». 


(continúa en la página 12) 


Solución 36.1.2.2 


Podemos expresar la propiedad asociativa por medio de la siguiente 
restricción. 


Si (x, y, w) € p y (y, 2,U) e p, entonces, para algún elemento a e S, 


(x, v, a)e p : 


y 

(w, z,a)ep 
Esto es tan complicado, que obviamente no se utiliza como una manera 
práctica para probar la asociatividad: para este propósito preferimos 
pensar la propiedad en términos de una operación binaria más que en 
términos de una relación ternaria. o 


(continuación de la página 11) 


tado de la palabra en la mayoría de los textos de matemática, y por 
ello, para el resto de esta unidad, usaremos el término en este sen- 
tido. Si queremos referirnos a una relación en un sentido más gene- 
ral del que se ha venido usando hasta aquí, usaremos el término 
n-aria. 
En consecuencia una relación en la definición de una estructura mate- 
mática: es una relación binaria interna. 


El otro término es operación binaria. Hemos visto cómo podemos to- 
mar una operación binaria (cerrada) como una clase especial de rela- 
ción ternaria 


peSsxsxsS 


esto es, una relación ternaria interna. Si, por tanto, queremos hallar 
una definición general de una estructura matemática, parecería que lo 
haríamos bien diciendo que es un conjunto con algunas relaciones 
n-arias definidas en él. Y en la práctica esta idea es adecuada para cu- 
brir la mayoría de las eventualidades. Podemos hacer ahora la siguien- 
te definición. 


Una estructura matemática es un conjunto en el cual se han definido 
algunas relaciones n-arias, 


Observe que esta definición general incluye la definición dada en el 
programa de televisión. 


Escribimos 
(S; PriPas== Ba 


para representar la estructura matemática del conjunto S, con m rela- 
ciones n-arias p,, P», ... , Pm definidas en S. 


Ejemplo 1 


Consideremos el conjunto (0, 1). Le adicionamos una relación (esto es, 
una relación binaria interna) a este conjunto. Hay muchas relaciones 


posibles, escogemos p, como la simple relación de equivalencia de igual- 
dad. Es decir, 


(x, y)E Pp, >x= y 
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Solución 36.1.2.2 


Definición 1 


W: MW 


Notación 1 


* * 


Ejemplo 1 


Aquí, p, es el subconjunto de (0,1) x (0,1) formado por las parejas 
(0, 0) y (1, 1). 


[o] 1 


El conjunto p, 


Le adicionamos ahora la operación binaria de la multiplicación al con- 
junto. En el siguiente diagrama se representa la relación ternaria p, 
que representa esta operación 


1 


1 
El conjunto p, 
Del diagrama, vemos que los elementos de p, son las cuatro triplas. 
(0, O, 0) 
(0, 1, 0) 
(1, 0, 0) 
(111,1) 


Se han escogido éstas porque cada una de ellas tienen la propiedad de 
que si x, y e(0, 1), entonces (x, y, 2) € p., de donde 2 = x x ye (0,1). 


Tenemos ahora un conjunto, una operación binaria definida en el con- 
junto, y una relación definida en el conjunto. En otras palabras, tene- 
mos una estructura matemática que representamos por 


((0,1);=,x) o ((0,1);p,,p2). E 


Ejercicio 1 
Considere el conjunto (0, 1), con las relaciones n-arias internas p, y p., 


donde 


(i) p, es la relación ternaria correspondiente a O,: la operación “su- 
mar, luego tomar el residuo de la división por 2”. 
(ii) p. es la relación binaria < en su sentido usual en los números reales. 


Hallar los conjuntos p, y p, y hacer las gráficas que las representan. Mi 


Ejemplo 2 


Consideremos el conjunto de los números reales R. Las siguientes son 
. . . eS . 
relaciones binarias internas que se pueden definir en R: 
y >, <, 2, < 


MB 36.2.1 


Ejercicio 1 
(3 minutos) 


Ejemplo 2 


Unas pocas relaciones ternarias internas —o sean, operaciones binarias— 
que podemos definir en R son: 


+,—, x,9 O 
donde 
o :(x, y) —> exp (x + y) (x,y)eR x R, 
DO :(% y)y— x? + y? (xa y)eR xR. 


El conjunto R, con las anteriores relaciones n-arias internas, forma una 
estructura matemática. La representaremos por: 


(R; =, >, <, 2, <, aro OS O) 


¡Sin duda tiene algunas propiedades interesantes! mn 


Ejercicio 2 

(i) Mostrar cómo la operación binaria de “unión” en el conjunto 2(S) 
de todos los subconjuntos de S puede expresarse como una relación 
ternaria interna en 2(S), con ciertas propiedades. 

(ii) Mostrar cómo la operación l-aria de “complemento” en 2(S) puede 
expresarse como una relación binaria interna, con ciertas propie- 
dades. 


Ejercicio 3 
Siguiendo la definición de una operación n-aria (Unidad 3, Operaciones 


y morfismos, Sección 3.1.5) mostrar cómo una operación n-aria puede 
expresarse como una relación (n + 1)-aria. 


36.2.2 El espacio vectorial como estructura 
matemática 


En esta sección veremos un tipo de estructura matemática en detalle. 
En la Unidad 22, Algebra lineal I, estudiamos los vectores y las mane- 
ras de combinarlos con otros y con los escalares. Hacia el final de la 
unidad, pusimos todas las ideas bajo el título —espacio vectorial. Para 
definir un espacio vectorial, dimos diez axiomas: 
1 y, + v, es un único elemento de V 
(V es cerrado para la adición) 
2 1, + (2, + 13) = (1, + 02) + 23 
(la adición es asociativa) 
30 + YD) =0, +0, 
(la adición es conmutativa) 
4 Existe un elemento en V, que llamamos v,, tal que 


V+DVd=L 


5 av es un elemento de V 
6 v + (—1)v = Lo 

7 a(v, + 17) = (av,) + (av,) 
8 (a + Blu = av + fu 

9 (aB)v = a(Bu) 


10 1xv=_. 


Podemos analizar el conjunto de axiomas en tres partes: 
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Ejercicio 2 
(5 minutos) 


Ejercicio 3 
(3 minutos) 


36.2.2 


Tema principal 


* * 


(i) los axiomas 1—4, 6 definen a (V, +) como un grupo (conmuta- 
tivo); 
(ii) el axioma 5 define la manera como opera la multiplicación por es- 
calar; 
(iii) los axiomas 6 — 10 son las restricciones sobre la forma como in- 
teractúan la adición y la multiplicación por un escalar. 


La propiedad importante de anotar es que un espacio vectorial consta 
no solamente de un conjunto de vectores, sino también de un conjunto 
de escalares. En este curso hemos tomado como el conjunto de escala- 
res a los números reales. Pero podríamos tomar cualquier conjunto que 
tenga las propiedades correspondientes a las de los números reales 
Re (1)-Re (4) las cuales dimos en la página 1 de la Unidad 6 — esto 
es, lo que los matemáticos llaman un cuerpo (o campo). Aquí tampoco 
ahondaremos en la situación general, sino que tomamos a R como el 
conjunto de los escalares. 


¿Cómo encaja un espacio vectorial en nuestro esquema general de una 
estructura matemática? La interacción entre los vectores y los escala- 
res, expresada en el axioma 5, no nos lleva a una relación ternaria in- 
terna en V o en R. Podemos, naturalmente, modificar nuestra definición 
de estructura matemática para permitir relaciones que no sean internas, 
pero esto no es necesario. La respuesta realmente es muy simple. Con- 
sideramos un conjunto formado por la unión del conjunto de vectores 
con los números reales. Lo denotaremos como Y. 


Podemos expresar ahora la adición de vectores y la multiplicación de 
un vector por un escalar en términos de dos relaciones ternarias, p, y 
p., en Y. 


ye 


los elementos 
de p, vienen Y 
únicamente de esta caja 


MB 36.2.2 


Notación 1 


* * 


(continúa en la página 17) 


Solución 36.2.1.1 


(i) Estamos buscando todas las triplas (x, y, w), donde x, y, we€(0, 1), 
que cumplen la propiedad 


xD2,y=w 
Son: 

(0, O, O), 

(1,0,.1), 

(0; 1,1), 

(1, 1,0), 


las cuales las podemos representar como sigue: 


(ii) Estamos buscando las parejas (x, y), donde x, y €(0, 1), que cum- 
plen la propiedad 


x<y 
Son: 

(0, 0), 

(0, 1), 

(1,0, 


las cuales podemos representar como sigue: 


0 1 
a 
Solución 36.2.1.2 
(i) Los elementos del subconjunto p el cual representa la u tienen la 
forma. i 
(4, B, C), 


donde A,Be29(S) y C = AUB. Luego la relación ternaria que ex- 
presa esto es 


p< P(S) x P(S) x P(S) 


MB 36.2.2 


Solución 36.2.1.1 


Solución 36.2.1.2 


con la restricción 
(4, B, C) € psi y solamente si C = [x:xe A V x€eB) 
(ii) Esto es muy semejante a la parte (i). Pero esta vez 
p< PS) x P(S) 
con la restricción 
(4, B) € p si y sólo si B= (x:xeS Axé A). E 


Solución 36.2.1.3 
Una operación n-aria se define como una función 
FiAxAx: xA—B 
pr) 


Esto significa que podemos definir la operación n-aria especificando la 
relación (n + 1)-aria 


pSAxAx-:xAxB 
pr) 


R-Veces 


con la propiedad de que para cada n-upla (a,, a., ..., an) EAXA Xx 
«++ X A, existe un único be B tal que 
(a,,a2,...,an,b)ep 


Si la operación es cerrada, podemos tomar B = A y la relación es in- 
terna. LL 


(continuación de la página 15) 


Considerando más de cerca a p, que representa la adición de vectores, 
viene a ser un subconjunto del producto cartesiano Y x Y x Y, pero 
cada elemento de p, consta únicamente de una tripla ordenada de vec- 
tores. 


Tenemos 
(1,,02,13)€p, si y solamente si pj, =P, +0, 


En la Unidad 22, vimos la adición de vectores como una operación bi- 
naria en V, pero ahora, con nuestro conjunto extendido Y, ya no po- 
demos hacer esto. La adición de vectores no es una operación binaria 
en Y, porque no está definida para cada par de elementos de Y. Pero 
esto no es una gran pérdida, puesto que podemos expresar la adición de 
vectores en términos de una relación ternaria interna. También pode- 
mos expresar la multiplicación por un escalar en términos de una rela- 
ción ternaria, p,. Cada elemento de p, es una tripla ordenada formada 
- por un escalar, un vector y un vector. 


Tenemos 


(4,0,,1,)€p, si y solamente si y, = AL, 
Con esta definición de multiplicación por un escalar, hemos progresado 
de la situación en que nos encontrábamos en la Unidad 22. Esto es 


porque, estrictamente hablando, no podíamos considerar la multiplica- 
ción por un escalar como una operación binaria. Sin embargo, es per- 
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Solución 36.2.1.3 


"R 
los elementos de p. 
vienen Únicamente 
de esta caja 


Y 


fectamente respetable tomarla como una relación ternaria en Y. Te- 
niendo definidas las relaciones ternarias p, y p», podemos decir ahora 
que un espacio vectorial es una estructura matemática, la denotaremos 
por 


(43.1, P2) 


En efecto, hemos estudiado más, acerca de la adición y multiplicación 
por un escalar, a como lo hicimos originalmente en la Unidad 25, pero 
estas operaciones no son similares. 


36.2.3 Resumen 


El resultado principal de esta sección es la definición de una estructura 
matemática: 


Una estructura matemática es un conjunto, con algunas rela- 
ciones n-arias internas definidas en él. 


Consideramos algunos casos particulares de estructuras matemáticas en 
ejemplos y ejercicios. 


En la próxima sección examinaremos cómo podemos ligar una estruc- 
tura con otra, y fijaremos nuestra atención en aquellas aplicaciones 
que preservan la estructura —los morfismos. 


36.3 MORFISMOS 


36.3.0 Introducción 


Esperamos que las razones por las cuales vimos morfismos al principio 
del curso estuvieran patentes a medida que usted trabajaba con las 
últimas unidades. Su existencia en relación con dos estructuras mate- 
máticas nos facilita deducir que algunas propiedades válidas en una 
estructura también son ciertas en la otra. Hicimos particular uso de 
esto cuando la estructura de uno de los conjuntos era más fácil de ma- 
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Notación 2 


* * 


36.3 


36.3.0 


Introducción 
* * 


nejar que la del otro. En muchas unidades, estuvimos listos para pro- 
bar la existencia de morfismos. 


En esta sección, veremos cómo podemos definir un morfismo en térmi- 
nos de una estructura matemática general. Pero más que un salto hacia 
lo último, empezaremos viendo los tipos de estructuras matemáticas 
con las cuales estamos familiarizados. 


36.3.1 Estructuras con una relación 


Empezamos con una relación, esto es, una relación binaria interna, y, 
como estamos interesados en cómo los morfismos ligan dos estructuras 
matemáticas, restringiremos nuestra atención a la relación binaria 
interna 


peSsxsS 

Supongamos ahora que tenemos una función 
ST 

donde T = f(S), y que damos una relación binaria interna 
yeTxT 


en T. Hasta ahora no poseemos una definición explícita de un morfis- 
mo que incluya relaciones binarias, así que podemos escoger lo que 
queremos hacer. Para fijar* nuestras ideas, consideremos un ejemplo. 


Ejemplo 1 


Sean S y T iguales a R (o subconjunto de R), luego f es alguna función 
real. Sean p y y ambos la relación <. Entonces podemos verlo como 
apropiado a nuestra idea general de morfismo si f(x) < f(y) cuando 
x < y. Consideremos 


(1) f:x——x? (xe R) 


E yx sy? 


(ii) p—_ (xeR,x 4 0) 
xy +3 
(iii) f:x——senx (xER) 


x < y Fsenx <sen y 


(iv) f:x——senx (x e [0, 7./2]) 
x < y >senx < sen y 
(v) f:x—— In x (xeR*) 


x < y > In x < ln y. 


Vemos que (i), (iv) y (v) ligan las relaciones del dominio y codominio 
satisfactoriamente, mientras (ii) y (iii) no lo hacen. A 


En consecuencia, definimos un morfismo de la siguiente manera. 


* Nuestros linotipistas no son matemáticos. 
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36.3.1 


Tema principal 


k * 


Ejemplo 1 


Tema principal 


* * 


f es un morfismo de la estructura matemática (S; p) a la estructura 
matemática (f(S); y) si, siempre que 
(x, y)€ p 


entonces 


(£00, FW) € y 
Ejemplo 1 
a (xeR*) 
x 
es un morfismo de (R*;<) a (R*;>) [Es] 


Ejercicio 1 


Cuando estuvimos considerando morfismos de operaciones binarias en 
la Unidad 3, tratamos el siguiente problema. 


Dados 
S,o, $ 
¿podemos definir 1 [] en f(S) tal que f es un morfismo de (S,>) a (f(S), 
o” 
Esto nos llevó a una discusión sobre compatibilidad” 


Hacemos la misma pregunta aquí. Dados 
S,p, f 


donde p es una relación binaria interna en S, ¿podemos definir una re- 
lación binaria interna y en f(S) tal que f es un morfismo de (S; p) a 
(A(S); y)? 

(SUGERENCIA: La respuesta no es complicada.) Ml 


36.3.2 Estructuras con una operación binaria 


En la Unidad 3, Operaciones y morfismos, discutimos el concepto de 
un morfismo (dentro del texto de operaciones binarias) con algún deta- 
lle. Definimos un morfismo como sigue: 


Un morfismo es una función 


f:(A, 9) ——> (£(4), O) 
tal que 
fla) O f(a,) = fla, > a,) para todo a,,a,€ A. 


Por notación (4,+) entendemos el conjunto A, con la operación bina- 
ria » definida en A. Este fue el primer ejemplo de estructura matemá- 
tica (como lo definimos en esta unidad) que encontramos en el curso. 
En nuestra investigación sobre estructura matemática en esta unidad, 
sin embargo, hemos llegado a considerar una operación binaria como 
una clase especial de relación ternaria. Así, en lugar de decir que la fun- 
ción f aplica (4,>) a (£(4), (J), escribiremos la proposición en la forma 


SA; p)|—— (F(4); y) 
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Definición 1 


R +* $* 


Ejemplo 1 


Ejercicio 1 
(5 minutos) 


36.3.2 


Tema principal 


MB 36.3.2 


donde las relaciones ternarias p y y representan las operaciones bina- 
rias . y [] respectivamente. ¿Cómo expresar la condición 


Fa) O fla) = fa, e a,) 

en términos de las relaciones ternarias p y y? Sabemos que, si 
(a,,a,,a3)ep 

entonces 
4,94, =4; 

Ahora cuando una tripla ordenada, digamos (x, y, 2), pertenece a y, 
xDy=z 

Luego 
(f(a,), Faz), fla, e az) e y 


siempre que 

(a,,az,a, o az)ep 
corresponde precisamente a 

Fla) O fla,) = fla; o a2) 
Así podemos expresar la condición para que una función sea un morfis- 
mo de una estructura con una operación binaria a otra de la forma si- 
guiente. 


f es un morfismo de una estructura matemática (A; p) a una estructura Definición 1 
(FA); y) si, siempre que a 


(a,, a2, a3)ep 
entonces 


(fa) f(az), f(as)) e y 


Si usted considera las secciones anteriores verá que esta definición tiene 
notable semejanza con la definición dada arriba. Usaremos estos puntos 
comunes como una guía hacia una definición más general de morfismos 
de estructuras matemáticas. 


Ejercicio 1 Ejercicio 1 
s ; ; is (5 minutos) 
En la Unidad 3, Operaciones y morfismos desarrollamos un criterio 


para averiguar si una función dada puede ser o no un morfismo. La de- 

nominamos criterio para la compatibilidad. Exprese la condición de 
ey oyo A . 4 E . 

compatibilidad en términos de una relación ternaria. ls 


Ejemplo 1 Ejemplo 1 


Considerar el conjunto de las funciones reales diferenciables HF. (F es 
el conjunto de funciones reales f, para las cuales la función Df existe.) 
Tenemos un conjunto, adicionémosle una estructura matemática por 
medio de una operación binaria. Podemos hacer esto de dos maneras 
diferentes. 

(i) Usamos la adición de funciones, definida por la regla 


YU + 8)() = f(x) + e(x)  (xeR) 


Tenemos ahora una estructura matemática (F; p), donde p es la re- 
lación ternaria interna correspondiente a +. Sabemos que el ope- (continúa en la página 22) 
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Solución 36.3.1.1 


Sí. Recordemos que una relación binaria interna no es más que un sub- 
conjunto del producto cartesiano de un conjunto consigo mismo. 


Luego 
(£00, FO) E JS) x FIS) 


en consecuencia, podemos definir la relación binaria y en f(S) por la 
regla 


(£0), SOY € y 
siempre que 
(xy)ep 


La razón de la condición de compatibilidad cuando discutimos opera- 
ciones binarias surgió del hecho de ser una operación binaria un poco 
más que una relación ternaria —es una relación ternaria más unas po- 
cas restricciones. 


Si hubiésemos impuesto condiciones sobre la relación binaria p ante- 
rior, tales como condiciones que hagan de p una relación de equivalen- 
cia entonces, debemos tener más cuidado. Deberíamos asegurarnos de 
que f deje las condiciones inalteradas. E 


Solución 36.3.2.1 


La condición de compatibilidad es si 


f(a,) = faz) 


fla,) = fas) 


entonces 
fía, az) = f(a, > as) 


Podemos expresar esta condición en términos de la relación ternaria co- 
rrespondiente a e como sigue. 


Siempre que (a,, a,, a;) y (Q,, 4,, 45) E-P, y 
f(a,) = f(a,) 
f(az) = flas) 


entonces 


fas) = f(as) sy 


(continuación de la página 21) 


rador diferencial D es un morfismo con respecto a la operación +. 
Esto significa que podemos encontrar una relación ternaria inter- 
na, y, correspondiente a una operación [Jen D(%4), tal que la es- 
tructura matemática (D(F); y) tenga propiedades similares a las 
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Solución 36.3.1.1 


Solución 36.3.2.1 


de la estructura matemática (4; p). La operación [] es “adición de 
funciones”. Esto es 


D(f + g) = Df + Dg 

Expresado en términos de relaciones ternarias, tenemos 
DAF; p)—(D(F); y) 

Esto es si 
(f.2,h ep, Le h=f Hg 

entonces 
(Df, Dg, Dh)e y, esto es Dh = Df + Dg 

(ii) Usemos la composición de funciones, definida por la regla 

So g(x) = f(e(x) 


Tenemos ahora una estructura matemática (F; P1), donde p, es la 
relación ternaria interna correspondiente a . Usaremos ahora la 
condición de compatibilidad para probar si el operador diferencial 
D puede ser o no un morfismo de F con respecto a o. 


Usaremos la condición de compatibilidad en la forma dada en la solu- 
ción 36.3.1.1. 
Consideremos las triplas 
(1x2, x——>x, as 
Lx? + 1x0 x + 2x0 (x + 2)? + 1) 
las cuales pertenecen a la relación ternaria p, Correspondiente a o. 
Vemos que 


D(x—> x2) = x——2x = D(x—> x? + 1) 


D(x— x) = x-— 1 = D(x=— x + 2) 
Pero 
Do x?) = 0>2x % x—>2x + 4 = D(x— (x + 2)? + 1) 


Esto significa que la condición de compatibilidad para D y la “compo- 
sición de funciones” no se cumple. Por tanto, no existe una operación 
binaria [J, tal que 


Df OD Dg = D(f> g) 
(La fórmula para hallar D(f + g) que obtuvimos en la Unidad 12, Dife- 
renciación l, Sección 12.2.5, se llama la regla de la cadena, ella es: 
D(f > 8) = (Df)>g x Dg 


Observe que el lado derecho de esta fórmula contiene a Df y Dg, pero 
también contiene a g. Cuando ensayábamos la compatibilidad, estába- 
mos tratando, por implicación, de hallar una fórmula que contuviera 
únicamente Df y Dg, así que la operación [] pudiera ser definida como 
alguna combinación de estas dos.) 3 
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36.3.3 Estructuras con una relación y una operación 
binaria 


Esta sección es un leve desvío de nuestra presente investigación de mor- 
fismos de estructuras matemáticas. Por tanto, puede omitir esta sec- 
ción sin perder el hilo de la discusión. 

Tomamos uno de los puntos importantes en la Unidad 19, Relaciones. 
Supongamos que tenemos una estructura matemática (A; p,, p) donde 


p, es la relación correspondiente a la operación binaria cerrada o 
en A, 


y 

p es una operación de equivalencia en A. 
Supongamos que la operación binaria + sea compatible con la relación 
de equivalencia p.* Esto es, si 


(x1,Xx2)ep Y  (Y1,y2)JEP 


entonces 


(«1 9 Y1,X2* Y2)EP 


De un conjunto con una relación de equivalencia definida en él, llegamos 
a la noción de conjunto cociente A/p, el conjunto de las clases de equi- 
valencia de p. El hecho de ser + y p compatibles es particularmente útil 
en este caso, pues podemos empezar a construir una estructura mate- 
mática en el conjunto A/p. Definimos la operación binaria [] en el con- 
junto de clases de equivalencia por la regla 


Lx] O DJ] = [xo y] 


donde [x] representa la clase de equivalencia a la cual pertenece x. La 
compatibilidad de + y p garantiza que esta definición es válida. 


Tenemos ahora la estructura matemática (4 /p; y,, y), donde y, es la 
relación correspondiente a [] en A/p. ¿Pero qué es y? Encontramos que 
yes la relación de equivalencia “igualdad de conjuntos”. Pues si 
(x, y) € pen A, entonces 


[x] = [y]enA/p, 


/ 


esto es 


(xJ, DD) e “=”en A/p. 


Así, partiendo de (4; p,, p), hemos obtenido otra estructura matemática 
(A/p; y,, =) la cual es estructuralmente similar, pero mucho más simple. 


* Hemos expresado la condición en términos de nuestra actual notación, y no según la de la 
Unidad 19. 
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36.3.3 


Divagación 
»* 


Al decir “estructuralmente similar” deberíamos enunciar el morfismo 
que vincula estas dos estructuras. Se trata, por supuesto, de la aplica- 
ción natural n, definida por 


1: [x] (x€ A) 


Ejercicio 1 


Dado que + y p son compatibles, comprobar que la aplicación natural 
es un morfismo de la estructura matemática (A; p,, p) a la estructura 
matemática (A/p; y,, =). Usted necesita verificar que 


(i) n(x) O n(y) = n(xo y), 
la cual es la condición para que n:(A, +) —> (4/p, [) sea un mor- 
fismo; 

(ii) Si (x, y) € p, entonces (n(x), n( y)) € =, la cual es la condición para 
que n: (A; p) —> (4/p; =) sea un morfismo. E 


Precisamente hemos visto cómo, dada la estructura matemática (A ; PP), 
donde p es una relación de equivalencia, y p, es la relación correspon- 
diente a la operación + donde + y p son compatibles, entonces tenemos 
un morfismo que es la aplicación natural, n. 


La misma situación puede presentarse al contrario. Podemos empezar 
con el morfismo 


SF :(A; p1)—— (£(4); y1) 


Podemos ahora crear la relación de equivalencia —llamada la relación 
de equivalencia natural, 5. 


Lo hacemos de tal manera que el morfismo 


S (A, p)——> ($14), 71) 


es un morfismo para las estructuras extendidas (A; p,, p) y (F(4); y,, =). 
Definimos p de la siguiente manera 


(x, y)ep siempre que f(x) = f(y) 


Esto es, la clase de equivalencia [x] de x es el conjunto de elementos de 
A que caen en el elemento f(x). 


Le sugerimos que vuelva a leer el ejemplo 19.2.3.3 de la Unidad 19. 
Cuando tenemos un morfismo de una estructura matemática a otra 


FA: py) (F (4); 91) 
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Ejercicio 1 
(3 minutos) 


Discusión 


Tema principal 
* 


(continúa en la página 26) 


' Solución 1 
() 10) 070) = 00D] A 
= [xo y] 
= n(xo y). 


(1i) n(x) = [x] y (y) = [y]. Pero, como (x, y) € p, x y y pertenecen a 
la misma clase de equivalencia, por tanto, sabemos que 


[x] = [y]. “ 


(continuación de la página 25) 


el método que hemos dado para definir la relación de equivalencia na- 
tural es particularmente útil si la estructura matemática (4; p,) es de 
un tipo particular. Por ejemplo, si (4, +) es un grupo. En este caso, el 
hecho de que f sea un morfismo quiere decir que sabemos que (f(4), (7) 
también es un grupo. 


En la Unidad 33, Grupos II, definimos 
el núcleo de f = (xe 4:f(x) = 849) 
en términos de la relación de equivalencia natural 5. 


El núcleo de f es [e], la clase de equivalencia del elemento identidad 
de A (porque sabemos que €, -— €;4,). En la Unidad 33, vimos que 
el núcleo de f es un subgrupo normal de (4, +), y que cualquier subgru- 
po normal de (4,+) es el núcleo de algún morfismo f. 


Ejemplo 1 


En la Unidad 33, Grupos II, Sección 33.1.4, probamos que si (H, +) es 
un subgrupo de (G, +), entonces dos cogrupos cualesquiera de H en G o 
son idénticos o no tienen elementos en común. 


Podemos obtener este resultado en otra forma usando una relación de 
equivalencia. 


Tenemos un grupo (G, +) con un subgrupo (H, +). Definimos ahora una 
relación binaria p en G. Decimos que 


xpy si y solamente si x"!'oyeH. 
Tenemos los siguientes resultados para cualquier x, y, 2 € G. 
(i) x"ldox=e, =e,€H, luego xpx. 


(ii) Si xpy, entonces x-* » y € H. Como (H,+) es un grupo, x* o y tiene 
un único inverso en H; pero 


(17% o y)o (y7* ox) = es 
luego 
(toy? =y*.xeH 
esto es, 
xpy > ypx 
(iii) Si xpy y ypz, entonces 


toy y y*.znH 
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Solución 1 


Ejemplo 1 


Como (H, +) es un grupo, 
(xo y)o(y7%oz)eH 
esto es 
x"*o(yoy”*ozeH 
esto es 
x"toe,ozeH 
esto es, 
wlozeH 


XPY Y ypz=>xpz. 


Hemos demostrado que p es una relación de equivalencia en G, luego 
lo particiona en clases de equivalencia disyuntas, llamados cogrupos a 
izquierda de G módulo H. Vemos que x y y pertenecen al mismo co- 
grupo a izquierda si y sólo si 

xo yeH 
esto es 

yexH 


En la Unidad 33 también probamos que si (H, +) es un subgrupo nor- 
mal de (G, +), entonces el conjunto de cogrupos de H en G forma un 
grupo (G/H, [J). La aplicación natural 


n:(G; pi, p)y|—(G/H;y,, =) 


es un morfismo, donde p, es la relación correspondiente a + en Gy Y 
es la relación correspondiente a [] en G/H. E 


36.3.4 Morfismos de un espacio vectorial 


En la Sección 36.2.2 vimos que, para expresar un espacio vectorial co- 
mo una estructura matemática, tuvimos que combinar el conjunto de 
vectores V con el conjunto de escalares R. Esto dio origen al conjunto 
Y =VuUR. Las dos operaciones importantes asociadas con un espacio 
vectorial son la adición de vectores, y la multiplicación de un vector 
por un escalar. Expresamos esas operaciones en términos de las relacio- 
nes ternarias p, y p,, respectivamente en Y. 


Consideremos ahora la manera como un morfismo relaciona un espacio 
vectorial con otro. Supongamos que f es una función 


po Y 
donde V y U son conjuntos de vectores. Agregamos la estructura nece- 
saria a V y U para hacer de ellos espacios vectoriales. 
Luego 
(45 p1,P2) 
en el espacio vectorial con el conjunto de vectores V y 


(%, Y1> 72) 


es un espacio vectorial con el conjunto de vectores U. También, 
y, es la relación ternaria que expresa la adición de vectores en %, 


y. es la relación ternaria que expresa la multiplicación por es- 
calar en %. 
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Buscaremos primero la forma como f afecta la relación ternaria p,. En 
consecuencia observaremos una típica tripla ordenada de vectores (v,, 
U,, Us) que pertenecen a p,. La tripla correspondiente en y, es (f(v,), 
f(v.), f(v,)). Ahora si (£(v,), f(v.), F(v,)) pertenece a la relación ternaria 
Y, entonces 


f(v,) + f(v2) = Sus) 
esto es, 
J(v1) + f(v2) = fu, + 12) 


Por tanto f será un morfismo de una estructura matemática (Y; p,) a 
(%;y,) si se cumple la última ecuación. Esta es la primera de las dos 
condiciones que imponemos a un morfismo de espacio vectorial. 


Pasemos ahora a la relación ternaria p,. Aquí la tripla ordenada que es 
un elemento típico de p, es 


(a, Di, 12) 


¿Cuál es la “imagen” de esta tripla ordenada por f? No todos los ele- 
mentos de la tripla pertenecen al dominio de f, pues definimos f como 
la función 


HiVE>U 
Tomamos la tripla correspondiente a (2, v,, v.) en p. como (A, f(v,), fu,)) 


en y.. Si esta tripla es un elemento de la relación ternaria y, en el es- 
pacio vectorial imagen, entonces necesitamos que 


4f (01) = f(v2) 
y como 

Lp = dp 
esto viene a ser 

fu) = F(A1) 


Esta es justamente la segunda condición que imponemos en un morfis- 
mo de espacio vectorial. 


Resumimos estos dos resultados en la misma forma que lo hicimos pa- 
ra morfismos de estructuras con relaciones y operaciones binarias. 


Sean (Y ;p,,P2) y (U;71,Y2) dos estructuras matemáticas y P,, P. Y 
Y, Y. las relaciones ternarias internas que expresan la adición de vecto- 
res y la multiplicación de un vector por un escalar, respectivamente. 
Entonces f es un morfismo de la estructura matemática (Y; p,, p2) a 
la estructura matemática (%;y,,y,) si siempre que 


(v,,12,13)EP1 


(4,01,02)€ P2, 


entonces 


(f(v1), f(v2), f(u3)) € Y: 


(2, (21), f(12) € Y2 


Concluimos esta sección examinando un ejemplo particular de una es- 
tructura matemática que es un espacio vectorial. 
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Ejemplo 1 


En la Unidad 7, Sucesiones y límites I, discutimos... (¡adivine qué!). 
Es fácil mostrar que el conjunto de todas las sucesiones (reales) infini- 
tas forman un espacio vectorial, pero restringiremos nuestra atención a 
aquellas sucesiones infinitas que son convergentes. 


Sea U = (u:u es una sucesión convergente). Pensaremos que la suce- 
sión y es un vector. En la Unidad 7, definimos adición de sucesiones 
como sigue 


u+ p 
es la sucesión 

Uy + 0,,42 +0),..., Uy + Op... 
Esto nos define la adición de vectores. 


Podemos también introducir una forma de multiplicación por un esca- 
lar. SiA e R, entonces definimos 


como la sucesión 
IO A TT 


No hay para que trabajar con todos los diez axiomas de un espacio vec- 
torial para verificar que todos ellos se cumplen. Usted puede atenerse 
a nuestra aseveración de que sí se cumplen. ¡Nosotros no lo hemos en- 
gañado con (mucha) frecuencia! Pero note que el elemento identidad 
para el grupo de vectores es la sucesión cero 0: 


00,0;...,0,..: 
Tenemos ahora un espacio vectorial, que es una estructura matemática 


4; p,,p2) 


donde la relación p, corresponde a la adición de vectores (esto es, suce- 
siones) y p, corresponde a la multiplicación de un vector por un escalar. 


Como hemos restringido U al conjunto de sucesiones convergentes, no 
es sorprendente hallar que un morfismo se esconde en el concepto de 
límite. Podemos considerar que el proceso de límite define una función 


lím: U——R, 


donde lím envía cada sucesión convergente a un número real el cual es 
su límite. 


(Observe que como U está formado únicamente por sucesiones conver- 
gentes, lím y existe para cada yeU, y lím y es único. Luego lím: 
U——R es una función.) En la Unidad 7 mostramos que lím es un 
morfismo con respecto a la adición de vectores: 
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Ejemplo 1 


lím(u + y) = límu + límy 
Es también fácil mostrar que 
¿lím yu = lím (4) (LeR) 
Luego lím es morfismo de espacio vectorial. 


Mostramos en la Unidad 23, Algebra lineal IT que la imagen de un es- 
pacio vectorial por un morfismo es un espacio vectorial. Luego el con- 
junto de los números reales R forma un espacio vectorial “sobre sí mis- 
mo” (esto es, los escalares también son números reales). 


En este espacio vectorial, 


(i) los vectores son simplemente números reales, y la adición de vecto- 
res es la adición “ordinaria”; 

(ii) los escalares son también números reales, y la multiplicación de un 
vector por un escalar es la multiplicación “ordinaria”. 


Luego para el morfismo lím: 


(U, +) corresponde a (R, + ) 


multiplicación por un escalar corresponde a x. 
Condensemos estos resultados en términos de estructuras matemáticas: 
lím:(%; p,,p2) ——(R; +, x) 


Para la relación ternaria, p,, correspondiente a la adición de vectores, 
tenemos: 


(u, y, w) corresponde a  (límu,lím y, lím w), 
luego 
límu + lím y = límw 
= lím(u + y) 


Para la relación ternaria, p,, correspondiente a la multiplicación de un 
vector por un escalar, tenemos: 


(2,u, y) corresponde a  (4,lím y, lím y), 
luego 
¿lím u = lím y 
= lím (4u) 
Finalmente, como hemos mostrado que lím es un morfismo que tiene 
un espacio vectorial como dominio, el núcleo del morfismo es también 
un espacio vectorial. ¿Cómo podemos hallarlo? Seguimos el argumento 


de la Sección 36.3.3. Empezamos definiendo la relación de equivalencia 
natural pen (%;p,,p,) por la regla 


(u,v)ep si lím y = lím y. 


Luego la clase de equivalencia [u] contiene todas las sucesiones que tie- 
nen el mismo límite de uy. La clase de equivalencia especial que es el 
núcleo de lím es ahora [0], esto es, el conjunto de todas las sucesiones 
que tienen como límite 0. 


Aun cuando no es obvio de lo que hemos dicho, la relación de equiva- 
lencia p tiene importantes ramificaciones en el estudio del análisis —dis- 
cutiremos este punto en la próxima sección. 5 
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36.3.5 Los números reales 


Como sucedió con la Sección 36.3.3, esta sección es también un ligero 
desvío del tema principal de morfismos de estructuras matemáticas. 
Usted puede por tanto omitir esta sección sin temor de perder algo que 
es central al argumento. Si, a pesar de esto, decide leerla, deberá estar 
seguro que ha entendido la Sección 36.3.3 y el ejemplo 36.3.4.1. La ra- 
zÓn para incluir esta sección en el texto es mostrar cómo podemos usar 
muchas ideas diferentes acerca de las estructuras matemáticas para 
ayudarnos en un caso particular. 


En la Unidad 34, Sistemas numéricos desarrollamos un método para 
construir los conjuntos Z, Q y R del más simple conjunto de números, 
N, el conjunto de los números naturales. El siguiente fue el proceso 
que empleamos. 


2 
AE A Q— R 


Hicimos el paso 1 considerando la estructura matemática (Nx N; 
Pp, p; p1), donde p es la relación correspondiente a la adición de parejas, 
p' es la relación correspondiente a la “multiplicación” de parejas de nú- 
meros, y p, es la relación de equivalencia: 

(m, n)p,(m', n') 
si y solamente si 

m+n=m+n 
(Vea la Unidad 34, Secciones 34.2.1, 2.) 


Usamos un morfismo para “identificar” N x N con el conjunto de los 
enteros Z. Hallamos que 

(1) (Z, +) es un grupo abeliano; 

(11) (Z, <) es un semigrupo; 
(ii) Xx es distributivo con respecto a +. 
Una estructura matemática con análogas propiedades se llama un 
anillo. 


Desarrollamos el paso 2 considerando la estructura matemática (EX Z: 
Pp, p; P»), donde p es la relación correspondiente a la adición de parejas 
de enteros, p' es la relación correspondiente a “multiplicación”, de pa- 
rejas de enteros, y p, es la relación de equivalencia: 

(m, n)p2(m', n') 
si y solamente si 

mn' = mín 
(Vea la Unidad 34, Secciones 34.3.1, 2.) 


Usamos un morfismo para “identificar” Z x Z con el conjunto de los 
racionales Q. Encontramos que 


(1) (Q, +) es un grupo abeliano; 
(ii) (Q,, x) es un grupo abeliano, donde Q, es el conjunto de los racio- 
nales diferentes de cero; 
(11i) Xx es distributivo con respecto a +. 


Una estructura matemática con propiedades análogas se llama un 
(campo) cuerpo. 


Para hacer el paso final de Q a R, usamos el concepto de cotas inferior 
y superior de conjuntos racionales. Pero este no es el único método po- 
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sible para realizar el paso 3. También podemos usar las ideas discutidas 
en el ejemplo 36.3.4.1. 


En la Unidad 7, Sucesiones y límites I, mostramos cómo podemos con- 
siderar una sucesión en términos de una función 


Fi; (ke N). 


Sabemos todo sobre el dominio de f, pero, ¿qué con respecto a su codo- 
minio? Como tenemos establecido Q, el conjunto de los números racio- 
nales, podemos suponer que f tiene a Q como su codominio. Esto es, 
restringiremos nuestra atención a sucesiones cuyos elementos sean nú- 
meros racionales. En efecto, daremos un paso más y restringiremos las 
sucesiones a aquellas que satisfagan la propiedad particular de que la 
diferencia 


[Um yz | (1) 


sea muy pequeña cuando m y n sean muy grandes. En términos senci- 
llos, podemos establecer esta propiedad diciendo que la diferencia entre 
dos elementos cualesquiera que se encuentren “bien adelante” en la 
sucesión es “muy pequeña”. Una sucesión tal es 


u = (3, 3,1, 3,14, 3,141, 3,1415, 3,14159,...), 


cuyos elementos son sucesivas aproximaciones decimales finitas —y por 
tanto racionales— de r. Para esta sucesión, dos elementos cualesquiera 
después del décimo tienen una diferencia menor de 1/10”. 


Si representamos este conjunto de sucesiones por U, y tomamos los ra- 
cionales, Q, como el cuerpo de escalares, entonces el conjunto 


a =UU0Q 


con convenientes relaciones n-arias p, y p., esto es (WU; p,,P2) forma 
una estructura matemática que es un espacio vectorial. 


¿Podemos decir que las sucesiones que cumplen la propiedad (1) son 
convergentes? Si la respuesta es “sí”, entonces podemos aplicar el mor- 
fismo lím al conjunto U: 


lím:U —— ? 


Pero, ¿cuál es el codominio de lím? No es Q, porque del ejemplo dado 
anteriormente, sabemos que 


límu esz 


y r no es un número racional. En efecto, el codominio de lím viene a 
ser el conjunto R que estamos tratando de definir. Pero como “aún no 
conocemos” a R, no podemos definir lím. Luego, no podemos decir que 
la sucesión y es convergente a menos que lím ye O. 


Lo que hacemos es usar el proceso discutido en la Sección 36.3.3, y 
arreglamos las cosas de tal manera que lím sea la aplicación natural 
asociada con una relación de equivalencia particular. Definimos una 
relación binaria por la regla 


(u,p)ep 


si la sucesión u — y es convergente con límite 0. Observe que como 0 
es un número racional, esta definición puede hacerse. Sin entrar en de- 
talles, suponemos que la relación binaria así definida, es, en efecto, una 
relación de equivalencia. Tenemos ahora la estructura matemática 


(U;p,,Pp2,P) 
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y podemos conseguir otra de ésta, considerando el conjunto cociente U)]p. 
La nueva estructura es 


(Ulp;Y1,Y2, =) 


donde y, y y. corresponden a p, y p, en la estructura original. Mirare- 
mos un poco más de cerca los elementos de %/p. Ellos son clases de 
equivalencia de sucesiones, denotados por 


[4] 


y cada miembro de esta clase de equivalencia particular será una suce- 
sión, por ejemplo y, tal que 


lím (u — py) =0 


El paso final de este método de construir el conjunto R es fácil. Sim- 
plemente decimos que 


R = U/p 


esto es, definimos un número real como una clase de equivalencia de 
sucesiones racionales. La razón para hacer este paso se hace muy clara 
si miramos hacia nuestro problema de no poder definir el morfismo lím 
puesto que no conocemos su codominio. Debido a la forma como defini- 
mos la relación de equivalencia /, podemos hacer las siguientes afirma- 
ciones acerca de la aplicación natural asociada con 5: 


(1) n:u— [u), 
y como R= %/p,[u]e R, podemos escribir 
(ii) n:u—— a, algún número real a. 


Finalmente, puesto que queremos dar algún significado al número real 
a, encontramos que la mejor manera de hacerlo es llamando a el límite 
de la sucesión uy. 


La razón por la cual es sensato hacerlo así radica en que 


si 


u y velu] 
entonces 

lím(u — y) =0 
Así que 

límu — límy =0 
esto es 

líóm y = lím p 


Luego a es el mismo número cualquiera sea la sucesión que se escoja en 
la clase de equivalencia [y]. 


Todo lo dicho hasta aquí lo podemos resumir así: 


El conjunto de los números reales puede definirse como el conjunto de 
puntos límite de todas las sucesiones de números racionales que cum- 
plen la propiedad (1). 


36.3.6 Morfismos de una estructura matemática 


Finalmente, vemos cómo el concepto de un morfismo encaja en el con- 
cepto general de una estructura matemática. Hacemos esto observando 
qué sucede cuando se aplica una función a una relación n-aria interna. 
Buscamos la definición de un morfismo siguiendo el mismo proceso que 
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usamos para morfismos de estructuras con una relación u operación 
binaria. Dimos el siguiente resumen para el caso particular en que p y 
p' corresponden a operaciones binarias. (Vea la página 21.) 


f un morfismo de la estructura matemática (S; p) a la estruc- 
tura matemática (T; p”) si, siempre que (x, y, 2) e p, entonces 
(fo), Ay), AZ) e p”. 
Un ligero problema se presentó cuando buscábamos el morfismo de un 
espacio vectorial, y particularmente su efecto sobre la multiplicación 
de un vector por un escalar (vea la página 27), porque el escalar A no 
pertenece al dominio de f. 


Superamos este problema tomando la tripla correspondiente a (4,1,, 12) 
en p como (4, f(v,), f(v,) en p”. 


Este método se puede extender a la estructura matemática general. 
Empezaremos con nuestro conjunto S, que ahora consideramos como 
la unión de los conjuntos S,, S,, ... , S,. Suponemos que f es una fun- 
ción 


f:S¡; ——T,, donde i es un entero particular 1<i<mn. 
Definimos ahora el conjunto T como 


T=S,U-»""US¡-¡UT US ¿1 U---US, 


El paso siguiente es “extender” fa f de tal manera que el dominio de $ 
sea S. Hacemos esto escogiendo f como la función identidad fuera de 
S,. Definimos la función f como sigue: 


Sis: — f(s) (s, € S;), 
fis —s; (s¡€ S, s¡$ Si) 


Podemos, por analogía, definir el morfismo para el caso de la estructura 
matemática general. 


La función f: S, ——> T, es un morfismo de la estructura matemática Definición 1 
(S; p,, ..., Pm) a la estructura matemática (T; Y,, ... , Ym) Si, para ca- ER 
da relación n-aria interna p, definida en S, siempre que 

Piro os ¿2 ) EP 
entonces 


(fe), Fea), ... , Fx) € Yi 


donde f es la “extensión” de f, definida anteriormente. 


36.4 ¿Un final o un comienzo? 36.4 


Un propósito de esta unidad era mostrar cómo el concepto de estruc- ¿Fin? 
tura matemática reúne muchos de los aspectos estudiados en el Curso ' 
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básico. Si el curso tiene algún término, ninguno mejor que el análisis 
de una noción que abarca buena parte del contenido del curso. Pero 
no hemos hecho nuestra investigación de estructuras matemáticas con 
el único propósito de terminar el curso. En efecto, el enfoque muestra 
que todo lo que hemos hecho es conseguir el elemento para un nuevo 
y más riguroso desarrollo de la matemática. Hemos llegado a un nuevo 
comienzo que debemos dejar para otra oportunidad. Nuevo comienzo 


h * * 


“Este no es el fin. Ni siquiera el comienzo del fin. Pero tal vez sea el 
fin del comienzo”. 
Sir Winston Churchill 
Discurso en Mansion House 
10 de noviembre de 1942 
(Sobre la Batalla de Egipto) 
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Funciones 

Errores y exactitud 
Operaciones y morfismos 
Diferencias finitas 

NO HAY TEXTO 
Desiguales 

Sucesiones y límites I 
Computación l 

Integración 1 

NO HAY TEXTO 

Lógica 1 — Algebra de Boole 
Diferenciación 1 
Integración II 

Sucesiones y límites II 
Diferenciación II 
Probabilidad y estadística 1 
Lógica II — Prueba 
Probabilidad y estadística II 
Relaciones 

Computación II 
Probabilidad y estadística II 
Algebra lineal 1 

Algebra lineal II 
Ecuaciones diferenciales 1 
NO HAY TEXTO 

Algebra lineal HI 

Números complejos 1 
Algebra lineal IV 

Números complejos HI 
Grupos 1 

Ecuaciones diferenciales II 
NO HAY TEXTO 

Grupos II 

Sistemas numéricos 
Topología 

Estructuras matemáticas 
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